Aufgaben zur Vorlesung
K-Theorie und die Hopf-Invariante

Aufgabe 1. Sei " ¢ R"*! die n-Sphire und sei
TS" = {(z,v) € S" x R"*! | (z,v) = 0}

Sei p: T'S™ — S™ gegeben durch p(z,v) = x. Zeige, dass p: T'S™ — S™ lokal trivial ist.
Aufgabe 2. Zeige Sie, dass jeder kompakte Hausdorffraum normal ist.

Aufgabe 3. Sei X ein topologischer Raum. Sei p: E — X ein n-dimensionales K-
Vektorbiindel. Zeige, dass E' genau dann isomorph zum trivialen Vektorbiindel X x K™
ist, falls Schnitte s;: X — E mit i € {1,...,n} existieren, so dass {si(x),...,sn(2)} C Ey

fiir alle x € X linear unabhingig ist

Aufgabe 4. Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Seien p;: E; — X fiir i € {1,2} zwei
endlichdimensionale K-Vektorbiindel iiber X und sei (f,idx): E; — E5 ein Morphismus
von Vektorbiindeln, der jede Faser (E7), injektiv nach (Fs), abbildet.

(a) Zeige, dass dann ein Vektorbiindel ¢: F' — X existiert, so dass Fo = F; @ F gilt.

(b) Finde eine geeignete Definition fiir das Quotientenvektorbiindel Eo/E; und zeige, dass

es lokal trivial ist.

Aufgabe 5. Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Seien p: £ — X und ¢: FF — X

Vektorbiindel und sei (f,idx): E — F ein Morphismus von Vektorbiindeln. Ist dann

ker(f) ={ve E | f(v):OGFp(v)}

zusammen mit der Abbildung p|ker( ) auch ein Vektorbiindel?

Hinweis: Suche nicht zu lange nach einem Beweis, sondern eher nach einem Gegenbeispiel!

Aufgabe 6. Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Sei p: £ — X ein endlichdimensionales
K-Vektorbiindel. Zeige, dass dann ein K-Vektorbiindel ¢q: F' — X existiert, so dass E® F'

trivialisierbar ist. Hieraus folgt Lemma 3.8 aus der Vorlesung.

Aufgabe 7. Sei folgendes Diagramm ein Pushout-Diagramm von kompakten Haus-

dorflraumen:
XOCZ%. X

Xot————> X
J2



Seien p;: E; — X; for i € {1,2} K-Vektorbiindel und f: i{E; — i5F> ein Isomorphismus
von K-Vektorbiindeln iiber Xj. Zeige, dass dann

E=FE 1 Ey/~

mit der Aquivalenzrelation, die erzeugt wird von v ~ f(v1) fiir alle v; € E1 mit py(v1) €
X ein K-Vektorbiindel iiber X ist. Dies ist Lemma 3.7 aus der Vorlesung.

Aufgabe 8. Sei U(n) € M,(C) die unitire Gruppe, GL,(C) die Gruppe der inver-
tierbaren Matrizen und sei T'(n) C M,(C) die Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit

positiven reellen Werten auf der Diagonalen.

(a) Zeige, dass die Abbildung ®: U(n) x T'(n) — GL,(C) gegeben durch ®(U,T)=U-T

ein Hom6omorphismus ist.
(b) Folgere hieraus, dass U(n) — GL,(C) eine Homotopiedquivalenz ist.

(c) Zeige, dass GL,(C) wegzusammenhéngend ist.



