Q.2 Ve ltorbindel

Scl K & {JR, Q:} (W:‘r Lﬁrqd‘oka nue n:-e([e unJ L(cwffcxc Ueﬂorbﬂm{ef)

Pef 2.1+ Sei X ein top. Raum . Eine skhige  Surjelltion

p'- E —> X befﬂf
K-ngﬂar b&nafeé | f:z“s 9,({' :

a) Pdf[{x_b = By ot en Velléorraum  fur alle xe X . E\_ hefl  aqueh  die @

Y on E t.htéu'( X,

b) ¥ xe X j;b‘; e eine ufﬂjtélunj U . ein ne IN und cinen HaﬂﬁomariaATmeuJ
9y p"‘(u) > (L K™ | s0 dass

fo(gf’noff,. pfagrqmm l(ommu{-i(:rz"

Bu

P e Uk
‘N.s u ﬁr‘
una{ Je E—anchf&nf(wng P :Ek —_— Kn \f;('( a{[e X € u ein [so ~

Morpkwmw von Veltorraumen €.

5_542." D S« R™" ‘[.ﬂandaraf.fffafarpma(u&(*
T8 = { (xlv) ¢ §"x [R™ ] <X v> = D}
P: T.Sn > S* ot ein IR - Veltor binde ( ber S"

(.‘V) — Y

<) X ivcf.‘gb,‘jgr top. Raum dann s+ Xx C" das taale Velltorbindel uber X

Bem . : Die AUsrUung X — d;M’K (E,) it :Jcé}; Cals,  (olal i(om‘oa(:l d.h. ber evem

?,-uiammen!ﬂt;nyfden Raum hat ein \&lllorbande( Konslunle Fawr dimension .

g 2.2, ¢ Seien er E — X und PI ' — X kVe ittor I;Jndad. Ein

Mocph'ymus ven
Ve ltior bundeln (ader Vellborbundelhomemorphiimus) von E nach E'

ut ein Faar
(f‘f) ron Jﬁeﬁ_‘«}zn Ahlbiuanjen f-E— E(. L:X — X' & dass das Q{jﬁﬂde
Df-djramm I(ommu{—iert’- :

e &, und s de de Enchrankeng
Pl J,P' _£JE,‘ B — E;C&)
X X'

fur alle xeX ein WK -Velllorreumhom. st

I

W;r Lzze«'clﬂndﬂ d-’e Ka}-Cgon‘e a{e,r dnﬂLUc}?alfm. K~VeMévr L&'nJeC Lluaef Einem
p. Raum X zusammen mit den Momphizmen dec Form (;Jx' ) mit Ve, (X).



Opeﬁlf'ionan mt  NeWlorbunde(n

Deﬁ‘ 2.3 : Seien XI)/ {oF_ Rdume . Sei .r-‘ Y — X eire :Jeﬁbe ALL . und  cer Ptf—" %
ein Vellor bundel , Pann hei Lt

PE= {(y)eY<E | $t)-¢0 ]

Qusammen mit  der Akb:[.dunj q: LE — Y Jor Pull back von pE—X
entlang von £ (y,v) —

(“E “i_p E
ql le mt I()’.") =V
Y

Fatjsnde; pc'qjmmm Ko mmubect -

Lemma 2.%: &) 4:f'E — Y it ciq VeWborbindet wnd (T £) it ein
Moryhiimm von Ve“-f:w]w;m(efn‘

b) 9,=1CPE — Y it ducch die !:o(gfnofe unirerselle E;gm_rcka-ﬁ eindewhs
(bis auf lsomorphic ) charalliensiect -
Set r: F = 2 ein Velllorbunde( [ .g) eca Mocphismus 2 wischen
ri F— 2 und p:E—”Y‘.SeJ 3"22—)76?93 jgc#'ge Abb.
mit fo4' =3. Paan extsbret genau ein G = F — $¥E o dais
(G,gf) en Mophuous ven Velltorbindaln it und (F F)s(6.90 =G, 9.

Piagmmm hier 24 :
g

F — —
ri E'fq""-u_c-E — =

% £
R}*\m k
£

> X

Bewc?.s : .ge? iz Y. Se; U - X umjebunj von 'F(y) n YI 2 d‘wsr ene o dale Tri'v‘jeﬂin‘(runj
¥, p”[tﬂ — U x K" exithet. V= L7 (U) st eine Umgebung von und

g7 (V) = { ) evxpg'(w) | £()=pW)}

iy 1 ') > Ve oy () = e g, ()
se Ky o VKT T aT) L yow) (g (L) W)

Datnn q.-'[f Y, Ky = ic{\/“(ﬂ wnd A :a’q"(V) . Nuferdem Wommybpct
(_‘lr.u. D.’ajram au s Def. 2.4 Uu) Aib i Y, eine [5Utale Trf/iazf_ff'ﬁrunj

Van _I,WE — ‘/ E[I?f( V,



Pee Bewert ven (b) st eine (efn,chhe," (,{hbwnﬂfmlgqlae‘

Set € eine Kalegone. Higeaus (asst sich eine peue Kategoie T debnieren -

obj (¢7) = obj (¢) . Mor,., (c d)-= Mor, (df c)

cor

mit dec neuen WUompoibon : *: Harfq' (c' e «x Marf,, (e e) > Mor o (cc*)
(g e 0 e

A

Vompos'hon  in € I

(Kovasante) Funllowen € *—D fﬂ‘!'s'p(f(:h?d Uon travadanien Fuakllsen € — P,
Sei Vekt, = Velt, (pt) dre Walegose der eadlich Jimenstoaalen K - Veltorrqume urd
[inearen Abl:v.’f/unjgn . Ela Fusld tor

F: V&Iﬁ" X __. % VJ{{-K X cha:’ X % \/c[({"p _— Ven':(iL (;)
. /_________l

—
r s

]’lcf(“ s'lcgg r—ﬁa“s Dl'e {n du ziecle A;Lf'(ﬂ{unj

Voo Voo

)
fts, " C+a .

Mo~ (V \/‘) ¥ ¥ Ma(\/gwk (Vrr V,.I) *Mor

Vet 10V Veltt," (

> M"’vcusK (Fv,..v. v, Ve ), F(V V) V)

R o L o ¥y o

stk ist,

femma 2.5 i Se F en é{eﬁ"gcr Funltor wie in (#) wnd wi X cin top. Rawum. Dawnn
Induz-\‘er-é F einen Funl’({vr

Fo o Vekt, (K) e _.x Vet (X) » Vet ()% . Lok \Veld (0% — ekt (X)

Dl.a,r VGréTGIJL!ch 1"1'1‘ m;\l: lpud&tﬁki bU"\Dl FP" = F cf&u,l“

Peweis : Sei m=r+s . Pefinicre l"‘;‘(E“:}‘,,., E™) = 1 F(E:‘ L e E(m)

*®
xe X

aLr Mcngc .

Ser u} gine g(ﬂgag dloerdcckung von X , so dass (o Uale Tfil.-\fiaéfj.{?ruchﬂ
q;;m : (P[m)_1 (b{;) ~ u‘. x K €x
exibiecen | F indu 2tect Bijelhonen

Fo (o ™) B (97" (), ™" (U) — U= F(k™ . «™)
Jekt j?bE et eine cr‘ndew{-’je quafojfe anf FX(E{“"‘ . E™) , 50 dass  die A%-'Ldunjen
Y. = Fu; (cﬂ“"_, ¢:"')  Homcomorphigmens werdea  weber U x F(k™ . K) dic
Produ Ut topologic tragt: Eine Menge Ve F (E®  E™) ut offen falls sie die
Vcrc:'m'ﬁunj von Mcnjcm der Form 1{);‘ (V;) mit V. e  »F (k& ., K ") ollen

Damfk diese Pebini Lion Konsillent it ‘ mt:.t.re/,l wir fa[ggnde.i Pr&.&n:



Beiﬁe}:fc :

Se?r.’n PE——ﬂX unel

guch ein Velltor k:malaﬂ , wenn E-(,C X Fk
fra;'jf‘ )

S-ummc

L?Lu ng;qu{aqive :

Set Vel o U)x F(KY k) offn
Y, e (7 (\/) olfen it . Aber

Wir haben 2u eigen | dais daan auch

y; © 1{;{4()&'0 = (x, Wi (x)(.,)) fur eine
Abbildung -
11);; : u:"' uJ‘ —_— EnJK (F(}{E‘._“!Kem))
——

K~ lineare E ndomorph’smen

ES‘ 3.'((’ T{L);J. = F (Q}éﬂ - w'jm) fq'-r Séﬁ“%gﬁ ALLF(O(unjen
’M:(;” s U Uy —— End, (k).

Ua. F sHTj t'sil ) Q(ﬁ% 'dmr alle Yy 3{'&'1'5 5f'na(, -E:@l(fch auch Lf)jo'glu:‘""
Somit it l{)J—é 'L{J;H' (V) af{-.en_

EJ ist dalmfll Yiar , o!a;j FK (E ':4){__” Ef'ﬂJ) ? X cin Ve Wtor bundel [Jf‘t (;Lmn

wir heben (okale Tﬂ'viqwl‘efangcn €o s truiert. Fecner 5;&.‘ per  lebntion far cie
5Ec‘c;j¢ Abb, £: 7V — X:

-Fu ]:-x (Ew‘_“ t E-(ml) & FY (L‘E(d,, ] £~E{MJ) -

D@ Vet x Vet —> Vellt, ot lebg

diee Ute Summe von \elltor bindeln

=}

)@ Vellt, x Ve, — Velt, st ety

=> Emdrproa[.u“f von Veﬂﬁ"orl’aﬂa’efﬂ

) puafjjicrr_’n vo N Vemvfrc;umen

Y24 Veltt, it shety
= duales Velltor band el

) Hom ¢ Vedt, x Vet — \eltt,

(v, w)

Hﬂmx (WI V) st !?&75

L ¢ - lineare Abb.
=2 HDMaMer hFJ mean ilol:ndgd Hom (E‘ 3:)

q: F — X KVlilorbidel . Dann it E x F P, vy

a{?e V&u&’ffdumjvcmﬁ(fuf afer a"u,@em af.a'rei&cn

Sef A X — ¥ x X J_:c quioﬂdZdLLe.{(-ld"ﬁi . Zce'gcfc{:zfr

A& (Ex f—_) = F () = als Vei(forb(;m,ed dber X



Homoéopha inva r;'a.'nz von ’Pdﬁ. La:ck - Vef(fofém‘:no}g(a

€uc Erianccung « Ein top. Raum hei it normal Aalls sich 2wer olisjunkte abg. Meogen durch
oﬂfne Men_g en teennen lagsen, db, fuic A< X , B e X Lede «bg. mit AaB<g
ex (i terea A':H ._ ReV g.gen mil Unv =;25.

Sate 2.6 (Fodidteungssate von Tictee): Sei X ein normaler (ep. Raum | se¢ AcX abg.

und se¢ V ein endlich d!m. W - Velttorraum . 2 u .ka‘{*” .r(c{-;:‘j(n Aeb. f A—V
exivtiert eine slebige Abb. F: X —V mit F(A =+

gcmer[(ungz Jeder Hompaltie Hawsdor {f raurm 0t rormal (dbungsau\(gaba )

26;{:_: [ e E — X ein K- Vd('&?lb;no’el wber Cinem {bp. Rawm X Ein 3—.:1*7!1»'1&4 Joa E
cine stckige hbb. s: X — E mit pos = id, (dh s00e Ey).

(_a{en Nell schy ot s{x) = Oxé Ex).

it

Jede Ve Wlork dndel vesitat einea  Schnitt

Lemma 2.3 : fei X eia Uompaltier Hawdorffeaum ) A< X QL?"‘”}’!" sen, Seen p: B —X
und p' E'— X K- Vellfor bindeC. Dann gilt -

Q-) .JCA(‘F Schnf& < A - E {.é'SS{ J;C'J' T u E"'oc m Sch r;'&‘ ;‘. % - E
‘Fﬂr{: seﬁcn .

bY Se o A e X die loklasion. Sei E| = FE und B[ - CE
Sei §:E|y = E &n Morphismus von VeUtorbindeln. Dann existiert
ein Morphi-fmax f’ =E— E' {der [ (oclsetzt. (st L ein [somorph smu,
dann exiiticet eine  olfenc Uenge U > A s dass /{i{ E[ — E[',t

u T lu
ein  lsomorphis mus  von Veltorbandeln it

Bewes: zu a) . Wahle endliche uLcrallckunj CM:),-”'_M von X so oats ol ale ka\a{ait‘;;‘erq,vjp,g

g, : E | u > U, x K7 existieen . Nach dpm i%.—-é.re(-z,_mjs.rq-éa lass€  sich
Pre. ° LF:'QSIU..‘“A wu dnee Abb. aul U fmbeﬁen_,aka auch Sy selbst.
Sei :‘:; e.ng 50(6‘%’ Far{J&ﬁ-Uﬂj. Se v; - U‘; — [0, 1 ene TPakition der E}m.

Sei 5 = _Z’-P;'_S: . Pann SEL'LL S"&: Z_Zlf S(blﬂ.'l = 5.

zu b): Die Morphicmea Ei:""*’ E' von Veltorbindeln enfg,mechm den  Schnidien

des Vellfor bandelc  Hom [ErE') wie (otj{— :
Scboiff

ledem [ (&st sich cia

Se () (v) = £ (szc ve B ) 2uocdnen  und jedem  Schatf
S X = Hom (E,E') enbippcht cin Morphismu £, (v) = s(plv) () -
Somik {ofgf- dee erle Tell der Aauqye aw a).

S¢t 7 Hom (E E') — X die Bindelabb. Se;

ISO (E , El) = { 9G [Jram (EIEI) l 9: E‘n‘fg) —_— E‘“’(J} |3'€ €'n 150»’?9(}0}1:50‘!&.!.;
0N

Hom (E,E ")



Oann st o (E,E‘) ein ok al tpve los BEnJeﬁ_l c!“ero“njl Kg Ve ltdor bunde
(die Faee an jedem  Pun & HE: homsomorph 2 GL, (K) fir en ne IN)
ba 6L, (0) ¢ M, (K) ofen st und lso (E E') (okel Eanal st 1,
day, 10 (E EY) < tom (E.E') offen st Set U= 1" (lso(EE).

Daon hat W die in b) He{brdfrkﬂ Ef_gmrcbq-ﬂm_ o

Lemma 2.8 Seeen a b e R mt a<b. Ser X ein top. Raum und sel P‘E—* X [a k]
ein Kk - Vc’mwbu.nala( . Er 3&L¢ C € (a,l:)‘ Jo a{aﬂ ElY*[q una{

<]
EIY ‘ [o o] biotal isiee bac stnd. Dann ;’J@ auch E bivia Lisier bar .

Bewes Wi Woonen den Bewel s fu- J'ede kompomnﬂe von X einzeln (wben und daher
o.B.d. A annchmen r dais X ewammenha ngend f L Daan A olie Omension dec
Faiee von E  londaant. .
Seren @, X x [a,c] x K" — E[Kk&!c] und
@, X X [C,L] x K"

= E Towvalilerungen.
IX ¥ (¢, b) g

Sei h = (@ [yupiupr ) © (@ul yxgegwin ) 0 X X LS KT 7 Xx {efu k™
dann it |l ein Isamorphr'.r mus  eines trvialen K- Veltorbgndels dber X.
Diesee hat die Form l\(x!v) = (x, g(x\‘v) fur eine slchge Alabjfchnj
g X — @lL, (k). Sei jetet

w X x Leb]x k" — X x [eb]l~ K"

(x_. t w) — (xiéf‘j(x]-w)

Locbenfalls ein lo. von Velltorbindela

Dann ?EH

—= ch 2 u[ _ ﬁaﬁ,gr l/(;:mnen wir

Pl yxgad i X xfed x K"

clicse  beiden Mof) & einem f.ﬂamafp}ﬁ_rmm van Wf(t(orgznaZc (n
Xx [a,b] x K" > E

ZUsammen seteen . Q

mma 2.9 : Sl X eln KompaWilbtr Raum. Sg; P E — XxT en K- \Velttorbandcl .
Darm gllbf‘ c S eine en O{L'fl{le a&ng libefdecé(ﬂnj {U;S;:* von 5( . S dq;.r
E [u_ ‘T thwalisicebar (st .

Bewgf& : fg,' X € }( -vmat teT . Ocnn zwl‘;{u‘cren Gﬁf”t’ “Mjeéunﬁ en Xc UG:) < )( uvw(

te T()< I 50 olais E[Ll[-t} Ly tavia lisieckar t. Dy T Kompa Ut ist,

exisbect  eine endliche Fo(se O=t, ¢ t, < .. < L,=4 & Usammen mit  oflenes

-

umgebqngeq u.

L

So ' dﬂris E [u \( [‘:’ {--‘J {')';W.a {,‘_{ ;E‘( EQ" EJIL_

S-cf a =

H )s

ui' Nach Lemma 2.8 ist E[LI*E. tanal siec bar

=y

Pa X<TKompakt isf wid es von endlids vielen solchea Mergen (berdecit. o



Theorem 2.40:  Sgi X ein UWompalicr Raum und sei P E— XxT en K- Veltdorbindel.
Sei E, =

= ‘3(%4} ’

a) Fs gibt einen fsc-moffh?:mm vern Veltorbandelv  (bec X xT -
(¢ E — ExT

mit f(x‘“} = Eo(E

Fl

b) Ce: (YJAJ ein Ko-Ram}aqar’ Iq: X xT — Y  eine sf-cf‘ige ALJ:, und
pi Bl Y ein K- Vellborbindel mit E Z AhYE'| Falls jehat
l"'t (‘1) = Iﬂa(R) F‘-;f alle a € A um«i Qaf te I a;‘(‘f} o{qnn Wann man
clcn isomorphb mte) Q) o.) S0 wahfcni Olan er o{m durcL fq [na{u&'ef{e,,
|somovphnis mus E[AXI.'. = E,' {A x T fodseltl.

Bewe's : Nach Lemma 2.9 Konnen wic eine llherd,gckuﬂj von X x L durch aﬁ}ne Henju:
dec Foem U, xT it "é{"---w”} Liaden S0 olass E'[ ndalisiccbar st, Sefen

a'K

Trlw'af,i'aiefunjgn. Selen i - X — [0, ’D s\ldl'u:ge Fuabonen mit den fofjeno(en

Efjenschmcf:ch :
i) supp (q:) < U
iy Ti[x” n: (x) =<1 fir alle xe X
Sei o+ X %L > X*xI gegeben durch r(x, €)= (x. max (n; (x) t))

=

0 1 0 1
X

Ein Punit (KI{') wied enétanj
1 dec T ~Achse vach vechts verschoben |
Per Weet dee Verschie bung hangt ven R ab.

L.

Nun Wonstwiecn wir einen Morphismes von W-Velborbindels  (u-, e;) ber r. wie
bolt -
i (hile €,0)) = hi(r (8),v) R (it v)e UxTx K"

Wir ,rg'l'un u; = ,;ol aﬂ{écrhqua J.c.l B:td(; ven 17;‘ szcn r. I)(\u; x_]:z I‘C{IX\U‘-XI
iJ'[' olfea S{E-”n‘s- Auféeralern Kommq‘wcfé

E W

L L und u: ist quf den Fasern Lirear.
XxI__,T'_"’ XrxT



< _ o
Sei r= ryerg,°-.-°r.°r,

Weyen i) gilt r(x.t) = (x.4) .
Uyer @ --- 2U,2 U, Donn st (ur) en Mocphts mui von

Veltorbindeln  und  (u, )y g, = idg A ufecdem haben wir

SG[ u= HM e

E —_— FIE- und wir beztichnen die E inidhran Afunj
\a E E “ E'z
A Pl e auch mid (ur)

X*xC = Xxi4]

Sr.{z.: JL’EE'(‘ E’ H E — E'\HI ‘ o!cmn U{' (Ff:AXXI) e,:n l'DOMNPhTSﬂ?zJ
v (bt(v )* r(v)) von VGM'{'ﬂrL?(}ndeln mi-t’- F

Ex{f ~ o .
Dies &-&‘3{' ct).

F»Er b) el ‘/.. < 7 e olene ulloercfcft(-.mj von Y

- S0 Aeeos E'IV Lonalls terbar (st
Set By = h (V) e XxT . Es gilt: “

B0 (AxD) = (V) ~A)x T da b kondant adf A it
—
A;

M&(ln Konshu U en t‘J{' E ‘A T {-h‘n‘afi.rfaba(. Hacl’) Lemma 21 L) -P\‘nolen wir elne
J
ollene umjd; unq LLJ «T mit X» (/[J. > Aj | o dasy E ['«‘; T Lo calisiec bar it

Wi’r c-rgc;fr‘zfﬂ 5{:3 Meﬂjt‘-”t‘ ad'-‘(t um i‘)"}n‘aifiterﬁﬂate 0[{6;}8 um‘?c”:ungcn u_;KI
mt U, o A= @ . letel verwendea wir olie Wontbtwlliron aws dem Beweis
von a) tuc dice {jn‘:agra{gci(unga Die cnﬁspmhmde 45&'(&('4»3
> E x T
'llkd‘

: E
FIAJ‘KE l&jz[
Stmmt mt dem von h in dugierten Morph{s M) ubeein |

b -falgcna(e Worsllar ot von  entccheidender Bea(wﬁlng fue die

Pefenibon von 'l"ﬂpafagu'mher
K~ Theone .

Kocollac 2,44 :

Sef X ein i(bm;al{f-cr unm uml B-’ XKI — Y elne Homotepie

. Sei
p: E — Y ¢in W - Velhorbandel . Dann 5t'(f:

L)

a) h, E = h'E al Velllorbindel Wbec X
(Pullbacks sind  homotopie invanant? bis auf Issmorphie.)

b) Falls (x, A) ¢in Ko ~ Raumpaar st urd h statonar auf A it

dann  Wann der lsomorphis mw 50 9e wahlf Wfd(’ﬂr day ec dber

A die ldonttat st
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