§3.’f, Produltte in K=Theone

Def 3.4.4.:*)Ein Kelten Kompley von Velltorbundeln uber cinem Wo - Raumpaar (X A) ist
gaactbcm cfurg(q efne Familie (Ch  Ca )

newn, '
Velttorbunclel sind und ¢, C, — C,_, Morphismen von Vellorbindeln mé

den {olgenden E:'jcnscka\céeo-'
Ol) AN20O mt C,=0 fur n>N

L) c“_q e Cﬂ = O
C) far alle xe A [t die Fa(ge von Welttorraumen und (inearn Abb.
Culx Gl
0~ Cul, Y5 Cuyly — .. — G % ¢, —o
t’xakf‘.

*) Eiae K_Euc‘_/lg.‘ol’_rfiuﬂfr 2 wischen (C.,C,) und (D”J,) (ber (XJA) it elre Folge

von Morphismen von Vellor bundeln £, + C, —> O, . so oass

—" Ci(. —_— Ck_' —_
-P‘l 4 l feon Kommublert .
T e

') 2 wel Weblen Kom'pzcxe (,(,I.I C_:) —[:{'( i€ {0_ ‘f} Jng;ﬁ@o 1‘30ma€ag r falls es elnen
K&chf(ompﬁcx (C”C,) i ber [X’in AXI) S:IH‘;_W olass

(c. c.)

i

Xxie} f (ci,el).

iw.mr’.l'l ale Hettcn lomp lex

Wir tchrelben hfaﬁ[x auch (C_o‘ Cf') =~ (Cﬂ C‘!)

‘) Wir delinteren K (7( IA)C als den Quobicn ben der freien abelsches G ruppe erzwﬁf
von dea lsomorphic U(assen ron Uelten Womp l€xen von @~ Velttorbundeln (ber (X A)
bezdg L’CB c{er fofgeno{e’n RG{Q &‘anen (W'!f "la.s.ren ofje a’ﬁﬁecn 1/717-‘-:? a ofar Naf&'(?bf) wr-'J) X

@ c¢. = o. = [c.1=1[b]

(b) o — C' - P, — E. —_— 0 Kurze exa lle Fofgg wvon

Wellen Womplexen (A h. [aterwerse evattt)
= [c1-[p1+«[e] =0

) [..m0— E-44E —0p - ]=o0.
jB‘ﬂggkung : A Relabioa () Pwlgé [C, @ D, , c,eaal.] = [C», C.] + [D. {cz] .

Wir haben cinen  Gruppen homomocphismas -
a: ko, A) — kA . (e g1 —[o—E e —of
wobe! [ eire belichige Ear'ff(fzﬂmj von f eu eiaem Morphismus uber X it.

wobe! alle C. endlichdimensonale



Tatsach lich st a undlplu;ngfg von der Wahl von -E-’, da 2 wel verrchiedene Faﬁcﬁungen
-E Lmo( -fp: mEHafJ lné = ér;* ("f'&)'fz Eoma{af siad . E; 3:‘&* o{ann EE ,A =.P und

50 - Ep O,

il
A4

E,xI — O
i.er el e H‘Bﬂ i{a mpfzx -;Eer 0( * II A X I) dgr eine Ha Mollap?c z Wr'.rdwa
(... — O — E1 T"’ Ea - 0) uwngl (.-. —_ 0 — E“ ?, 2 Eu —> O) [.‘e-rtr{_

2

Wir werden in diesem Abschnilt Zeigen das o ein lso movphiimas ist. 0 Unm Kehr aLh'(ofaﬁ
B wicke (6 einen

Efﬁﬂ'ﬁf E

K etten i(om‘pt’c( eu cinem Tf;):r( qc(,#. Fue ‘hee WonskauMGon lorauchen wir den {ﬂ@endm

el 34.2.: Ser (C..c.) ein WollenWomplex Gber (X, A). Eire Ueclen ltontalibion von C. Gber A

ist elne Famlie von Bindefcraﬁga{«ngen Xn - C, i Cn“,A S0 dass
Yﬂ—f ° Cﬂ[.‘\ oGy {A ‘ y" = l."‘IC,,I‘,( 3“({‘
- Coma [a S Cola
C"'I‘r‘l’ ‘ﬁ\ C”IA > C"“’IA —> .
¥n ‘ g
tid /ﬂ
> _
Cnu A C_H'h 2 Cn [A T Ch_1 '4 =t

L emma_3.4.3:  Set (C. c.) ecia Kellesltomplex ubec dem Uo- Reumpaar (X A).
Pann cxty et eine Wellen Uontrallbon wber A.

Bewels : !:{bunj .

Lemma 3. 4.4 = D A]’Hfoiunj b: K (X, A > K°(x . A) gege ben durch

o ([C-' C]) ) [C“{,( ' (C'!ﬂ + ‘?) ' Cweﬂ] mit C,,{,{ = @ Ceud
Llﬂ[l Cc'ﬂfﬂ = @ Clu und a{ elner Ke—bﬁfvj f(aq‘ra“h'gn KE!M.}
W EIN,

Gber A Lt cta woh Udekivierler G rappen home mocp hismuy.

Beweis : Wie wc/dm j[e{‘.-:b &e«'ég bewciten . Obu B una{:h;ngfﬂ von Jer Wahl von g w‘{ und{ dass
Cla + ¥ ein lsomorphismus uber A t. Hiereu se ¥ Cols — C.oola eine we/tere
Ketten Uondraltion abec & . Se d: = (ﬁ’n;1 - th )" Xﬂ : C"‘{A — C

n+? J.il *
Relrachke s
‘F: CE.V'C!I ‘A — ’ Ccm [.& I..U‘IJ
C. + X: -r- C_[ .}a""
9: CM{J l,&. Lo Cev?n[p‘ ? Ccven{A g ? C,.{,{ A
Wir belrachlen ﬂ[C E
C?.rHS‘
C I Czn+3
< +¥ Lo+ 4 Cl+d
5.. Czn*ﬂ ._lA 5 C’Enf?_ ‘c 5 enea f_\_!f_{____> Ctn“‘_

C’tn Ctn C'{n-q



De - Te.:'( ven ﬁ . der CZn-M' 2 Czn_“T au?f'{aft’é , it jfgclven a[arc): Copen’ Czn =0.
Dﬁ’r Tel wven 9 . der C2n+4 — sz. 4 a bbildet , e
l , .
Yln ° CZm‘F + Ch-vi_ ? Lot 4 ¥ Cc“‘z ° (Y’cn;.e - Er’ln-vq ) ° y;n e C'Zf?'f‘!
—_ 1 1
M4 N Cln-rﬂ e Ktn-ﬂ + LB’;.-. - ,V‘«’.n ) ° Ci’n+4
= CZFH-I ° glnr{ + o"e_q e C?.n-(»-! = lﬁ[

wobe wir 0{?@ E-}jemc)n{(t’ﬂ der f(eééeni(an-*val{{-fan benm'zf haben.

=> 9 ist  “Deeieclematnx mt |dendlolen auf des Dr'qrjond{en "
= g it invertierbac

G enquso jfafjf L it o verbe bar.

Ao ist CA’A-F ¥ f,,u;.gf(ﬁv! C'[A + ! sucjelbv, Ourch Ved auichen ven ¥ und &
sehen wic | dais berde Isomorphismen nind.

Beleuchle otz ¢ J’yt =(|!al + ﬁg) ° (C'IA + tY) Dies i3t eine Homotopic durch
lsomocphismea . \ic haben

[Cotd (el + 0 Coundye = LGoud £ (cfy+8), Cownde (&)

wegcn der HaMa{ap.'e iavariant von W -T heone.

pi“g"ﬂ«fan&fz
Audh de. 50 morp hismus 9 ist von der Form 9= id+ b M dew 5[6;(.;,“ Aryummi‘
wic oben echalten wic Rest —

it 1y
[Codd ) (C-ih +{-)|CC""’]3{. = [Cedof, .(C»lA'*“é).) °9, Cew:n-l_,{- (**)
t =.F°(C'lﬁ‘+r»)
also folgt o besondece Lie §=X. aw (=) uw (s

LCoud ! (c.(a¥ I Coren l*: [CM:,( ,(C-[A + ¥ . Cemn]“ (www)

Som;t gilt - () u-(ww)

[ ar)

4 -4 L '
[Cmu e nt 8 Coven ]:{. = [C‘,“ . (c,\A+b’,') ,CM,,]“ = [Caau AR A C,m]sg

Es bleibt eu 2eiqen | odass b mit den Relationen in K (X A)S Kompatibel ot

) Falls C. = D => IO([C]) = b([ﬂ:[) auf grund dec Homotopic invanane

Yb(l-mo—EE s0-_1)- [£.4,E],-o0.

) i 0 C. =— p, — E. —® 0 efne Kurze exallle f-_o{?e von Kellen Uomplexen
nggg:gu{:ggbg: Jede Wucee exalble Folge von Vekitor bundeln spaltet

Daher T’H’ Ca Morph;:mcn {:,, s E, > P, et Pn®tn = JJE . Das Problem st
dass t. Weine Keé‘enu%é(d«nﬂ sein muis | Wahle eine Vellen Kontralttion €. Lir E.
abcr A. Bg'f’?.c J,D-'&rcnh‘qt ven p P;&rfn'{'!‘af von E

r|‘I = Jan[A o éﬂ-&d \A ’ éﬂ + {”‘A e Si'-)—16I el".l JA



Dies it cin Squ& von g, ubae A in+35, G, (4 @ E, [A — Do |p izt homotw ducch  lsomophismes
v iyt da b= e (s R s = Ealn o |0 T En t Bala *inla -

Da t, aub qanr X defoiect it LissE sich s, eu einem lsomocphismes ¢,: C@E —D,
dbee X foctetzen . Sctc Jn = (i,+s5,)° (¥ o £, ) (in+s5,)". Dies ist elne
Ketten Kotralth'on von 0. Gber A. Somid -Fofj'z

[Cﬂdd © Eadd { (C-iA+ Y) ® (e'lﬂ+92 1 Cevea @ Eewgn]Jf = [DW{J (d.]k‘*g, , Dewen]s_é,

(CO‘“l ec.)]_‘\))' (z g) o

Lemmﬂ 3 1 5. . Sef(’,rl (E. , C.) Uﬂo‘[ (E' ;e:l) k’gé{en kamp[eke L“JC( (X'A) mrL{'
ei(p = & (0. Pan qilt [E-,f.] = J:E-,f"] e KIX,A)",

Bewciscllizze: |dee - Wondmicre Kellen Komplex ubec X x I} dec eine Homotopic & wischen
(E., E.) wnd (E., 6.{) L‘e&fé_
« (E_, 5‘) @ —t A +—t

/J % //
@ 3 | e /(////4—- { aviale F,,ﬁd?u,,j S I P—
* K g 7T
I S hier shimmen e. ~D Vi "{,;/// /
ST und €' (i berein N N
4 e 4 _./ ,{ / /:_/_/‘_/"
R s vl sl
— —« (E..e) — tt
L_,,ﬁid-——J LJ__)
X - vV

Finde V 5o dass (E. €|, und (E. el )|, bede azybluch. Beoute cin weilre Fordsebungs -
Lemma  um den Keltea Vomplex von aut fortz wietzen. D ferenbale mssen bet

" nicht paisea Wahle Funitbon | die ol glen ﬂft}.ﬂ marliccten [ewichen veeschwindet wad
aul A <I 0 Xx3T gleich Eim ist. Mulbpligien die Difleren tiale damit. 0

Lemma  3.4.6: a und b sind inves zucinander.

Bewcis: Fs gf“ be a = io’K’(X‘A) ; Fo(gl{«‘fA it a ,',..J‘.gichv und e gf’ang{ 24 ceigen dass a

aud\ SurJeKﬁ'\f ;‘pL. Da'ej File o;q,u,.va(enf 2et dg.r AIH»‘Q‘?Q{ 0(::5:’ _/'c-a(pr Ve lon i(om,ﬂ(ex L':'b(r (K]A:l
der Lange (=2 aguivaleat zu einem Uebten Uomplex der Lange €-4 ist,

Betrachte  also den ﬁo(ggmd(m keé‘fnf{ampfex abee (X A) -
[0—C, = C,, = (C,_, — ..— (, — 0]

n-4 n-z
c,e0
= —_— > ¢ e ( >
o — c, na® Co T Ca-

2C, — (., — ..

4

> C" — QJ (ae_)

Hier haben wic 0= [0—= 0= ¢ ¢, —0—. —0] dacugecthic.
Dec Monp morphismus (c, @ @{A s { homotop ducch Monomophis men 2u (O @ I'O(J{A | olber
(O@iof)[,l last sch ev elnem Manomorfﬁﬂmw ubec qane X auidehnen. Eine Variank
von Lemma 3.3 zeigt | dass sich olgan awch (c,e@ O)|p eueinem Monommworphimus

T: C, = Cooy @C, ber X [ofseteen (aif.



Ua J‘edd kur%c f,)fﬂf:(éﬂ Fa(ﬂe vorn Ve“é—orblrﬂdedﬂ Sloa[él‘ ng‘sﬁ'crrz ein \/é'“@bc;m{p( Q
uber X so dass:

Cov@ C, 2 1(Cle Q .

se! Cﬂ_"= ('_cn_ﬂ 2 Io()’@ . Q B Ca—ze Cn . Bje%'mc}!(e O{eﬂ ﬂ(eélc#lfamp((’.k

I:O — C, LN Z(C,.,)@Q b 0Flg, Cn_ze Cn — = Cb__-; O}
Dieser stimmt Gbee A mit (%) uberein . E ¢ Celed odaher nach Lemmea 3. 4.5 diewelbe
Klase . Al:er J
1
[0—-> C, LN 'C(C,,)@Q Ca-12fa C.,.,e C, — __'__—aca-—zvo]
= I[O — C, — T (¢, )-’JD'-—)_\_-POJ + [O — 00— Q cﬂ"? c,,eC — . — S ~>0]
- — o —

_ o —~
< lo—=¢, = ¢ — 0]=0 hat Lange €-A. o

Temorprodullle von K ellen Uomplexen

Def. 3.4 % Seien (x| A) un d (X" AI) Keo- RaumFaam and selen E — X E'— X'
2 we Ve k Lor bande (. Dag éuﬂorc Teasorprodullt von E und E' it debmet durch
EEE‘={D&'>:E® prx': E'.
Dies st in Uanonischer Weite ein Ve Whorbundel dbee X x X' )

Hiecbe: sind Pryc: XX X' — X und pry - X x X' — X' die 'Fr?jr&({-ionm‘
Sei (C, ‘ C,) ein P_’g{-{fof/ampfex Vo WMJ:;::; bundeln  yber (X‘A}J

se (C!, c') ein weterr solcher keé&'ﬂffomplea uber (X' A",

Das (qufee) Tensocprodult von (C..c.) wund (¢! c!) st delined  durch

(C = C,)n = @ C, = CJ- mid  dem Dillerential

i+j= n

et = X cuid v (A idmel

i-{-J:n

Um zu ehen  oasy odies ein Kellen lomplex Gbee (X,A) it  myssen wir noch beweisen days

(C = Cf)’le)('u)(xA‘ evallt st On Exalthet [aserweise defpniert JMLJ 35,,;3[— & zu

beweisen dass  das Te#.sazpr'dolu Kt von zwel Kelco Uomp lexen von Ve liorrdumen (V.,of.)
und (V) ol',) exallt st Ifa“.i ener der betden Womplece (V,Jol_) oder (\/f_d,l) exallt it

Wr nehmen 0. B. o1 A an . dq:j Lv.r . 0“) exallt 511[ . A(Jo j({i“ H(VI,JI) = 0, \N'.'r haben
oAie Kurle exal(le Sequenz von Kellen lcomplexen

0— 2.(v) — V, %% gy — o

Hier ber  ist B, (V)= &ild(d,) und Z_n(_‘/) = l(em(afﬂ)_ Die  D:[fleren bale von B (V) und
2.(V) sind  pede Nul.



Vicce Kurze exallic Seq,ueaz von VYelWlorraumen bleibt exabt'.%' wean wir das Teﬂ;orpra;f.,(%( mit
‘u{‘ bfldm (Dim ist {Q( Kure exallte faqufnlen von Gll;c[.rfjﬁf.’n Gzr'uppt?o (m G(feaemcfaen n,-'rh?‘ f?ﬁb‘f?s)_

In unsecem FEall crhallen wir
0 — @ WeVv') —Wev'). — BWev') — 0 (¥

mit Tfﬂjar}orgolukit - Dr-'f&;en{')‘a/éa wie o/oM_ Da das Dr‘ﬁe.«en'ﬂ?af von Z_(Lf) und B'(V)

verschwin 0181", haben wir

H.((Z(V)@Vl)_) = .2(()‘@ H.(vf) -0
H. ((Bv)ev)) = B(v), @ H.(v) =0

Auw der (angen ex allten  Sequena ven Hmoﬁ:’jj?cgm,open erhalien wic aw (%) :

Ho(vev')) =0 | alse st ((Vvev'),, d) exeaut.

Se: Ch [X.A) die Kakgadc der Ketten komplexe (bes (XJA] und dec Veblenabb zwuchen diejen,
Das  Tensorproddut  olotinect einen Funlltor

Ch(X A) x Ch(xA) > Ch(X A)

(ieser J'j'f' ver{—ragﬂr‘rh mit 0184 Re bitionen in K(X,A)c und  Lielect da’qu( enen

G rupgpen homomocphls mus

KA x K(XA)S —  K(XA)

Rt 3. 1.8 - Wir debineen da au flece Produll +

> K = (a+m) ((XJ}:{) < (XI(A‘))

L A) < T A)

aly die A}olufrc}uﬂﬂr 0 day day \Qa@emfe p?agramm Wsmm utsert :

* > KO (X A)x (X' X))

KX, AY  x KX A)

giaxa = la

KL)% (00" KCA) x @ID)")S > K((x, A« (X A) x (£,0D™").

Pas  aufere  Produlld st paliclich | d.h, fur £ (x, Ay — (V.B) und q: (X’,A’) — (Y'B")
gitt  £7a) * g7(h) = @xgV(asb)  ack™(£B) be K™(s8).

Es ot auferdem assoziativ in gcefjﬂa{‘fm Senn,



Oef. 3.1.9. - Ser (X A) ein Ko-Raumpaar wund sei B <= X ene I[aklucion die elne
Kof@;erung wt. Ser A (X,Avﬂ) — (X A)x (X, B) de D.hjomfewqéé.'ﬂunj_
Pas Produllt
Co A < KT(X,B) — KT (X, AL B)
it debaet ducch arbh = A*(a *b) .

Eemgrkung.ﬂsn : -) Fue A = B=;f erhalten wir E-n(n‘() X K_m[&f) — K-m*wbd . H:‘cqu;cb
wied KS(X) = @ K(X) wu ciem gmdufcrl‘ W mmuba & sen R;ﬂg,

nelN,

) Sei A<BeX ¢in Ko- Rauminpel doann wicd

KG(Q‘A) 1= @ k_"([?.l)() zu einem ?(aozufwkn Modul Gber KU(X]_

ne in,

) D Abb. in der (anaen exallten Tripeffeq,ueﬂe sinol HOmbMOf)ph:Jﬂ?C’ﬂ
von 3(ad[w‘er%m Moclula . Gleiche g{[i‘ FJ/ den Au.gtbaer'cfij wlomp?h!mu,r_

) Far a.a' ¢ v (X) und b b'e K°(Y) 3{65
a-a) = (b = (axb)e (s &)
ngghi Ukunj Or'ag(ammjarﬂa‘,
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